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1. INTRODUCCIÓN 

1.1. Motivaciones 

El deporte es un pilar fundamental en mi vida, tanto así que todos los años desde sexto 

básico he competido en torneos y campeonatos por el colegio. Uno de estos es el Cross Country 

del ABSCH (Asociación de Colegios Británicos de Chile) que se realiza en las orillas del lago 

Peñuelas. A lo largo de mis visitas a este lugar, me he podido percatar cómo, producto de sequias, 

este ha disminuido considerablemente su tamaño. Además, mi mamá me contaba que en ese 

mismo lago fue donde ella aprendió a pescar con su papá, mi abuelo. Es por esto que en mi 

exploración matemática quiero estudiar cómo el cambio climático ha afectado a esta reserva 

nacional. Así, vincular mi trabajo con una problemática interesante que se conecta con un lugar 

que es de suma importancia para mí donde he vivido experiencias muy alegres e inolvidables. 

1.2. Objetivos 

 El objetivo general de mi evaluación interna es modelar la curva del contorno del lago 

Peñuelas en los años 1984 y 2020 para calcular la variación de su superficie mediante análisis 

numérico. Así, mostrar el efecto del cambio climático en mi entorno, De esta manera, podré 

analizar y estudiar un tópico contingente que me llame la atención, pero más importante, que 

me permita ampliar mi conocimiento y comprensión matemática y llegar a la universidad con 

una base importante. Cabe destacar que se utilizará el año 2020 como referencia de la actualidad 

del lago debido a que en este último tiempo este está casi completamente seco.  

1.2.1. Objetivos específicos:  

 Interpolar uno o varios polinomios entre puntos estratégicos de la figura del lago que 

aproximen su forma (se realiza en ambos periodos analizados). 

 Integrar los polinomios hallados para así calcular el área del lago en los periodos. 

 Comparar las áreas resultantes y analizar el impacto medioambiental del cambio climático 

en el mundo y mi entorno. 
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2. MARCO TEÓRICO 

En esta investigación matemática se utilizan conceptos y métodos que no se estudian en 

el programa IB matemáticas: análisis y enfoque. Por esta razón, es pertinente definir y explicar 

los métodos que se usan para así proporcionar una buena contextualización y base para 

comprender lo estudiado.  

2.1. Interpolación  

El concepto interpolar se define como: dados los 𝑛 + 1 pares 

{(𝑥0 , 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1), , , , , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)} se halla una función 𝑔(𝑥) que pase por todos los puntos, tal que: 

𝑔(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖    𝑖 = 0, 1,… , 𝑛 

Con esto de base, existen variados métodos de interpolación. Como, por ejemplo, la 

interpolación con base de Lagrange, con base de Newton, etc. donde cada uno se diferencia en 

la forma en que adopta esta función 𝑔. Debido a la compleja figura del lago a estudiar, se 

modelará la curva del contorno del lago mediante funciones por tramos que aproximan la forma 

de este. Así, para lograrlo, se interpolan los datos de cada tramo a través de polinomios de grado 

𝑘 a través de interpolación de Lagrange. Notar que, para encontrar los coeficientes de estos 

polinomios, se tiene que resolver un sistema lineal de 𝑘 + 1 ecuaciones, en donde (𝑘 + 1) 

corresponde a los puntos a interpolar en cada tramo. En este sentido, para cada tramo del lago, 

se halla un polinomio de grado 𝑘. Tal que: 

𝑃(𝑥) =∑𝜆𝑖

𝑘

𝑖=0

𝑥𝑘  

Donde 𝜆 corresponde a los coeficientes desconocidos del polinomio. Es decir: 

𝑃(𝑥) = 𝜆0 + 𝜆1𝑥 + 𝜆2𝑥
2 +⋯+ 𝜆𝑘𝑥

𝑘  

Para encontrar los coeficientes, se forma un sistema de ecuaciones lineales. 



 

 3 
 

{  

𝑃(𝑥0) = 𝑦0
𝑃(𝑥1) = 𝑦1

⋮
𝑃(𝑥𝑘) = 𝑦𝑘

 

 Para hacer más sencillo tal sistema de ecuaciones, este puede ser expresado en forma 

matricial de manera que: 

𝐴𝜆 = 𝑦 

Siendo A la matriz y 𝜆 el vector de los coeficientes desconocidos que se expresan como: 

[
 
 
 

  

1 𝑥0 𝑥0
2             𝑥0

𝑘

1  𝑥1  𝑥1
2    ⋯ 𝑥1

𝑘

          ⋮ ⋱
1  𝑥𝑘   𝑥𝑘

2            𝑥𝑘
𝑘

  

]
 
 
 

[

𝜆0
𝜆1
⋮
𝜆𝑘

] = [

𝑦0
𝑦1
⋮
𝑦𝑘

] 

Así, el sistema se puede resolver fácilmente para encontrar los coeficientes 𝜆𝑖 del 

polinomio. Cabe destacar que, para la exploración, se toman puntos estratégicos del lago, los 

cuales están colocados en zonas de este que permitan modelar el contorno con precisión (por 

ejemplo en una parte del lago donde haya una curva), en ambos periodos de tiempo para así 

interpolarlos y hallar funciones por tramos que modelen la curva del contorno de estos. 

2.2. Integración Definida 

Una integral definida se puede explicar cómo: “Si 𝑓  es una función continua definida 

para 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, se divide el intervalo [𝑎, 𝑏] en 𝑛 subintervalos de igual ancho 𝛥𝑥 =
𝑏−𝑎

𝑛
. Sean 

𝑥0 (= 𝑎), 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 (= 𝑏) los puntos extremos de estos subintervalos y sean 𝑥1
∗, 𝑥2

∗, … , 𝑥𝑛
∗  los 

puntos muestra en estos subintervalos, de modo que 𝑥𝑖
∗ se encuentre en el i-ésimo subintervalo 

[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]. Entonces la integral definida de 𝑓, desde 𝑎 hasta 𝑏, es” (Stewart, 2012): 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= lim
𝑛→∞

∑𝑓(𝑥𝑖
∗) ∆𝑥

𝑛

𝑖=1
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En este sentido, las integrales son un método utilizado para calcular el área bajo la curva 

de una función, tal que: 

𝐴 = ∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

Siendo A el área bajo la curva. 

 

 Con esto en mente, se destacan diversas propiedades y teoremas de las integrales. 

Siendo el teorema fundamental del cálculo uno de estos, el cual cumple un rol clave en la 

exploración. En este sentido, este teorema se define como: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

Donde 𝐹 es una antiderivada de 𝑓; es decir, una función tal que 𝐹′ = 𝑓. De esta manera, 

una antiderivada de polinomios se expresa como: 

𝐹(𝑥) = ∫∑𝜆𝑖𝑥
𝑖𝑑𝑥

𝑖

=∑
𝜆𝑖𝑥

𝑖+1

𝑖 + 1
+ 𝐶

𝑖

 

Esto se utiliza en la exploración para poder integrar los polinomios hallados y  calcular el 

área del lago tanto en 1984 y 2020 para así evidenciar y mostrar el efecto del cambio climático 

en la V región de Chile, mi entorno. 

Figura 1: representación de integral definida sobre [a,b] 
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3. DESARROLLO 

A lo largo de los años, el lago Peñuelas, un lugar icónico de mi región, se ha visto 

perjudicado por las grandes sequias que han ocurrido en estos últimos 40 años. Esto se evidencia 

en la siguiente figura que compara la condición del lago en los años 1984 y 2020. 

De esta manera, se quiere calcular la variación de la superficie del lago a través de los 

años y así mostrar el efecto del cambio climático. Para esto, se debe modelar el contorno del 

lago en los dos periodos a estudiar. 

3.1. Lago Peñuelas en 1984 

Para modelar el contorno de la curva del lago en este periodo, se toman en cuenta 84 

puntos estratégicos (anexo 1) de manera que aproximen la forma de este. 

Figura 2: comparación estado del lago en los años 1984 (izquierda) y 2020 (derecha) 

Figura 3: 84 puntos estratégicos que modelan el contorno del lago en 1984 (elaboración 
propia en Geogebra) 
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Debido a que no se puede hallar una sola función que modele el contorno, ya que en 

ciertos puntos deja de ser función, se hallan 14 funciones por tramos para lograrlo. Siendo 

expresado como: 

Cabe destacar que ciertos puntos se repiten en los tramos dado a que estos son 

continuos, es decir que el último punto por donde pasa el primer tramo también pasa el segundo 

tramo. A partir de esto, se establece que cada polinomio es de grado 𝑘, siendo 𝑘 + 1 la cantidad 

de puntos del tramo. 

 Un problema para considerar es que, al interpolar los puntos de cada tramo se encuentra 

un polinomio de alto grado, este sufre de grandes oscilaciones. Esto quiere decir que tal función 

pasa por los puntos equiespaciados, pero no representa la figura a modelar. Como solución de 

esta desventaja, se interpolan los puntos por tramos más cortos que permitan modelar con 

precisión el contorno del lago, así, se hallan 27 funciones polinómicas y no 14. 

3.1.1. Interpolación de Datos Caso 1984 

Con esto en mente, para cada tramo se crea una matriz (𝑘 + 1) × (𝑘 + 1), donde     

(𝑘 + 1) es la cantidad de puntos del tramo, que permite hallar los coeficientes del polinomio de 

grado 𝑘. Para evitar repetir el mismo procedimiento varias veces, solo se muestran las 

interpolaciones de los tramos 1, 5 y 22. Cabe destacar que se realiza el mismo paso a paso para 

cada función. 

Figura 4: tramos del lago peñuelas en 1984 (elaboración propia en Geogebra) 

𝑥 [𝑚] 

𝑦 [𝑚] 
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Tramo 1: Con los puntos al pertenecientes al tramo 1 se construye una matriz ((𝑘 + 1)(𝑘 + 1)) 

y se resuelve un sistema de ecuaciones a partir de un código en Python1 (anexo 3). 

[
 
 
 
1 0,000 0,0002 0,0003

1 0,739 0,7392 0,7393

1 1,161 1,1612 1,1613

1 1,371 1,3712 1,3713]
 
 
 

× [

𝜆0
𝜆1
𝜆2 
𝜆3

] =  [

0,000
0,257
0,368
0,789

] → {

λ0 = 0,000
λ1 = 2,1720
λ2 = −3,9934

λ3 = 2,0634

 

Con tales resultados se expresa la función polinómica de la siguiente manera. 

𝑇1(𝑥) = 2,0634𝑥3 − 3,9934𝑥2 + 2,1720𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,371 

Tramo 5: 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1 2,912 2,9122 2,9123 2,9124 2,9125 2,9126 2,9127

1 3,011 3,0112 3,0113 3,0114 3,0115 3,0116 3,0117

1 3,344 3,3442 3,3443 3,3444 3,3445 3,3446 3,3447

1 3,809 3,8092 3,8093 3,8094 3,8095 3,8096 3,8097

1 4,131 4,1312 4,1313 4,1314 4,1315 4,1316 4,1317

1 5,000 5,0002 5,0003 5,0004 5,0005 5,0006 5,0007

1 5,372 5,3722 5,3723 5,3724 5,3725 5,3726 5,3727

1 5,627 5,6272 5,6273 5,6274 5,6275 5,6276 5,6277]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

×

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜆0
𝜆1
𝜆2
𝜆3
𝜆4
𝜆5
𝜆6
𝜆7]
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
0,789
1,222
2,297
2,962
2,906
3,000
2,962
2,518]

 
 
 
 
 
 
 

→

{
 
 
 

 
 
 
𝜆0 = −4047,8346
𝜆1 = 7240,0787
𝜆2 = −5510,5893
𝜆3 = 2308,0777
𝜆4 = −573,4433
𝜆5 = 84,4211
𝜆6 = −6,8154
𝜆7 = 0,2327

 

𝑇5(𝑥) = −4047,835 + 7240,079𝑥 − 5510,589𝑥
2 + 2308,078𝑥3 − 573,443𝑥4 + 84,4211𝑥5

− 6,815𝑥6 + 0,233𝑥7, 2,912 ≤ 𝑥 ≤ 5,627 

Tramo 22: Desde el punto 𝐻1, las coordenadas del 𝑒𝑗𝑒 𝑦 son negativas. Sin embargo, 

para facilitar el cálculo de áreas que se explicará más adelante, se consideran positivas. 

[
 
 
 
 
1 3,931 3,9312 3,9313 3,9314

1 3,643 3,6432 3,6433 3,6434

1 3,455 3,4552 3,4553 3,4554

1 3,189 3,1892 3,1893 3,1894

1 3,000 3,0002 3,0003 3,0004]
 
 
 
 

×

[
 
 
 
 
𝜆0
𝜆1
𝜆2
𝜆3
𝜆4]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
2,457
2,490
2,335
2,446
2,000]

 
 
 
 

→

{
 
 

 
 
𝜆0 = −3116,3865
𝜆1 = 3612,0233
𝜆2 = −1564,7353
𝜆3 = 300,4710
𝜆4 = −21,5799

 

𝑇22(𝑥) = −3116,387 + 3612,023𝑥 − 1564,735𝑥
2 + 300,471𝑥3 − 21,580𝑥4, 3 ≤ 𝑥 ≤ 3,931 

Así, los 27 polinomios se expresan de la siguiente manera: 

                                                             

1 Python es un lenguaje de programación que se caracteriza por su versátil para la computación 
científica. Se utiliza en esta exploración para resolver ecuaciones los cuales no son factibles hacerlos a 
mano por su gran tamaño. 
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Tabla 1: Coeficientes de los polinomios de los tramos interpolados. 

Coeficientes de tramos2 

𝑇𝑖 k 𝜆0 𝜆1 𝜆2 𝜆3 𝜆4 𝜆5 𝜆6 𝜆7 

1 3 0 2,172 -3,993 2,063 - - - - 

2 3 5,550 - 10,854 7,423 - 1,487 - - - - 

3 3 -41,037 58,862 - 27,727 4,402 - - - - 

4 4 -166,871 305,944 - 205,995 60,519 6,548 - - - 

5 7 -4047,835 7240,079 - 5510,589 2308,078 - 573,443 84,421 6,815 0,233 

6 4 88,368 - 92,836 35,451 - 5,787 0,344 - - - 

7 1 3,874 - 0,557 - - - - - - 

8 6 -191189,725 320553,322 - 223191,874 82606,604 - 17141,338 1890,866 86,630 - 

9 3 -371,711 328,432 - 96,408 9,411 - - - - 

10 3 78,786 - 56,347 13,487 - 1,074 - - - - 

11 3 2233,123 - 1524,929 347,119 - 26,330 - - - - 

12 3 1465,986 - 1301,999 430,936 - 62,938 - - - - 

13 2 52,894 - 16,729 1,369 - - - - - 
14 4 5669,905 - 3194,832 674,111 - 63,104 3,423 - - - 

15 2 148,969 - 36,084 2,205 - - - - - 

16 3 -2428,500 785,731 - 84,627 3,037 - - - - 

17 4 52228,156 - 22597,713 3662,182 263,433 7,097 - - - 

18 3 -608,191 233,166 - 29,610 1,252 - - - - 

19 2 -40,393 12,724 - 0,929 - - - - - 

20 3 -14,771 6,309 - 0,551 - - - - - 

21 2 -40,226 18,995 - 2,070 - - - - - 

22 4 -3116,387 3612,023 - 1564,735 300,478 21,580 - - - 

23 2 -30,503 23,632 - 4,266 - - - - - 

24 4 -40,758 94,511 - 78,333 27,678 3,494 - - - 

25 2 0 0,864 - 0,608 - - - - - 

26 2 -9,642 5,994 - 0,815 - - - - - 

27 2 22,699 - 13,130 1,966 - - - - - 

                                                             

2 Coeficientes calculados a través de código de Python (anexo 3), decimales completos de los coeficientes 
(anexo 4). 

Figura 5: Polinomios que modelan lago peñuelas en 1984 

𝑥 [𝑘𝑚] 

𝑦
 [
𝑘
𝑚
] 

[{“E3”, “H3”}] 

[{“E3”, “H3”}] 
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3.1.2. Cálculo de Área Caso 1984 

Para facilitar el cálculo de las áreas, los polinomios encontrados se dividen en los 

cuadrantes I y IV. Esto porque así se evita un cálculo de áreas entre curvas tedioso. Resultando:  

 Así, como visto en la figura 2.5, los polinomios del lago Peñuelas es cortado en el eje x 

donde del tramo 1 al 8 permanecen en el cuadrante I y del tramo 9 al 27 en el cuadrante IV 

respectivamente.  

Además, como se evidencia en la figura 2.5, se debe realizar un juego de cálculo de áreas 

entre curvas. Tal que se pueda conocer la superficie del lago con precisión. Con la siguiente figura 

se visualiza claramente cuales tramos suman al área total del cuadrante y cuales restan 

respectivamente.  

De esta manera, el cálculo de áreas de los cuadrantes es representado de la forma. 

𝐴𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒 𝐼 = (∫ 𝑇1(𝑥)𝑑𝑥
𝐷0

𝐴0

+∫ 𝑇2(𝑥)𝑑𝑥
𝐺0

𝐷0

+∫ 𝑇4(𝑥)𝑑𝑥
𝑁0

𝐽0

+∫ 𝑇5(𝑥)𝑑𝑥
𝑈0

𝑁0

+∫ 𝑇7(𝑥)𝑑𝑥
𝐵1 

𝐴1

)

− (∫ 𝑇3(𝑥)𝑑𝑥
𝐽0

𝐺0

+∫ 𝑇6(𝑥)𝑑𝑥
𝐴1

𝑈0

+∫ 𝑇8(𝑥)𝑑𝑥
𝐻1

𝐵1

) 

Figura 6:Modelo del lago 1984 separado en el cuadrante I (parte positiva) y IV (parte negativa) 

Figura 7: Representación de las áreas del lago 1984, dividido en los cuadrantes correspondientes 

𝑥 [𝑘𝑚] 

𝑦
 [
𝑘
𝑚
] 

𝑥 [𝑘𝑚] 

𝑦
 [
𝑘
𝑚
] 

𝑥 [𝑘𝑚] 

𝑦
 [
𝑘
𝑚
] 

𝑥 [𝑘𝑚] 

𝑦
 [
𝑘
𝑚
] 
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𝐴𝐶𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒 𝐼𝑉 = (∫ 𝑇11(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑇17(𝑥)𝑑𝑥 +∫ 𝑇18(𝑥)𝑑𝑥
𝐿2

𝐼2

𝐼2

𝐸2

𝑃1

𝑀1

+∫ 𝑇19(𝑥)𝑑𝑥
𝑁2

𝐿2

+∫ 𝑇20(𝑥)𝑑𝑥
𝑃2

𝑁2

+∫ 𝑇21(𝑥)𝑑𝑥
𝑅2

𝑃2

+∫ 𝑇22(𝑥)𝑑𝑥
𝑉2

𝑅2

+∫ 𝑇23(𝑥)𝑑𝑥
𝑊2

𝑉2

+∫ 𝑇24(𝑥)𝑑𝑥
𝐶3

𝑊2

+∫ 𝑇25(𝑥)𝑑𝑥
𝐴0

𝐶3

+∫ 𝑇27(𝑥)𝑑𝑥
𝐻3

𝐸3

)

− (∫ 𝑇9(𝑥)𝑑𝑥
𝐾1

𝐻1

+∫ 𝑇10(𝑥)𝑑𝑥
𝑀1

𝐾1

+∫ 𝑇12(𝑥)𝑑𝑥
𝑇1

𝑃1

+∫ 𝑇13(𝑥)𝑑𝑥
𝑈1

𝑇1

+∫ 𝑇14(𝑥)𝑑𝑥
𝐴2

𝑈1

+∫ 𝑇15(𝑥)𝑑𝑥
𝐵2

𝐴2

+∫ 𝑇16(𝑥)𝑑𝑥
𝐸2

𝐵2

+∫ 𝑇26(𝑥)𝑑𝑥
𝐻3

𝐸3

) 

Como se visualiza en las expresiones, para conocer el área del lago en cada cuadrante se 

debe integrar cada polinomio. A modo de ejemplo se muestra la integración del tramo 1. Sin 

embargo, al ser una gran cantidad de funciones, para evitar un procedimiento repetitivo se 

integra con un código de Python que utiliza el teorema fundamental del cálculo (anexo 3).  

∫ 𝑇1(𝑥)𝑑𝑥
𝐷0

𝐴0

= ∫ (2,172𝑥 − 3,993𝑥2 + 2,063𝑥3)𝑑𝑥
1,371

0

= 1,086x2 − 1,331x3 + 0,516x4  |0
1,371

 

 

Tabla 2: Coeficientes de las integrales de los tramos interpolados 

                                                             

3 Decimales completos de los coeficientes en anexo 4. 

Coeficientes de las integrales de los tramos3 

𝑇𝑖 K∗ 𝜆1
∗  𝜆2

∗ (x2) 𝜆3
∗  𝜆4

∗  𝜆5
∗  𝜆6

∗  𝜆7
∗  𝜆8

∗  a b 

1 4 0 1,086 - 1,331 0,516 - - - - 0 1,371 

2 4 5,550 - 5,427 2,474 - 0,372 - - - - 1,371 2,490 

3 4 - 41,037 29,431 - 9,242 1,101 - - - - 1,715 2,490 

4 5 - 166,871 152,972 - 68,665 15,130 - 1,310 - - - 1,715 2,912 

5 8 - 4047,835 3620,039 - 1836,863 577,019 - 114,689 14,070 - 0,974 0,029 2,912 5,627 
6 5 88,369 - 46,418 11,817 - 1,447 0,069 - - - 3,809 5,627 

7 2 3,874 - 0,278 - - - - - - 3,809 4,109 

8 7 -191189,725 160276,661 - 74397,291 20651,651 - 3428,268 315.144 - 12,376 - 3,000 4,109 

9 4 - 371,711 164,216 - 32,136 2,353 - - - - 3,000 3,776 

10 4 78,786 - 28,173 4,496 - 0,269 - - - - 3,776 4,663 

11 4 2233,123 - 762,464 115,706 - 6,582 - - - - 4,086 4,663 

12 5 1465,986 - 650,999 143,645 - 15,735 0,685 - - - 4,086 5,527 
13 3 52,894 - 8,364 0,456 - - - - - 5,527 6,369 

14 5 5669,905 - 1597,416 224,704 - 15,776 0,442 - - - 6,369 7,910 

15 3 148,969 - 18,042 0,735 - - - - - 7,910 8,619 

16 4 - 2428,500 392,865 - 28,209 0,759 - - - - 8,619 9,606 

17 5 52228,156 - 11298,856 1220,728 - 65.858 1,419 - - - 8,575 9,606 

18 4 - 608,191 116,583 - 9,870 0,313 - - - - 7,212 8,575 

19 3 - 40,393 6,362 - 0,310 - - - - - 6,436 7,212 
20 3 - 14,771 3,155 - 0,184 - - - - - 5,000 6,436 

21 3 - 40,226 9,498 - 0,690 - - - - - 3,931 5,000 

22 5 - 3116,387 1806,012 - 521,578 75,120 - 4,316 - - - 3,000 3,931 

23 3 - 30,503 11,816 - 1,422 - - - - - 2,490 3,000 

24 5 - 40,758 47,256 - 26,111 6,912 - 0,699 - - - 1,116 2,490 

25 3 0 0,432 - 0,203 - - - - - 0 1,116 

26 3 - 9,642 2,997 - 0,272 - - - - - 3,000 3,876 
27 3 22,699 - 6,565 0,655 - - - - - 3,000 3,876 
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Con esto en mente, para conocer el área de cada polinomio se debe evaluar su integral 

en el punto máximo y restarlo con su punto mínimo. A modo de ejemplo se muestra el 

procedimiento de este cálculo con el tramo 1.  

𝐴𝑇1 = ∫ 𝑇1(𝑥)𝑑𝑥
𝐷0

𝐴0

= ∫ (2,172𝑥 − 3,993𝑥2 + 2,063𝑥3)𝑑𝑥
1,371

0

= 1,086x2 − 1,331x3 + 0,516x4  |0
1,371

= (1,086(1,371)2 − 1,331(1,371)3 + 0,516(1,371)4 + 𝐶)

− (1,086(0)2 − 1,331(0)3 + 0,516(0)4 + 𝐶) = (0,4335 + 𝐶) − 𝐶 ≈ 0,4335 

Esto se realiza con cada polinomio. Sin embargo, para ahorrar tiempo y evitar un tedioso 

cálculo, al igual que la integración de los polinomios, el área de cada tramo se obtiene a partir de un 

código de Python (anexo 3). Tales resultados se expresan en la siguiente tabla:  

Tabla 3:  Áreas de cada tramo 

Áreas de los Tramos, lago 19844 

Tramo 

(𝑇𝑖) 

Área 

resultante 

 Tramo 

(𝑇𝑖) 

Área 

resultante 

 Tramo 

(𝑇𝑖) 

Área 

resultante 

1 0,4335  10 0,4222  19 2,4217 

2 1,6072  11 0,4781  20 4,5878 

3 0,8318  12 2,6042  21 3,3382 

4 0,5454  13 1,5966  22 2,2676 

5 7,2138  14 2,3912  23 1,0867 

6 4,0284  15 1,0179  24 0,9016 

7 0,5011  16 2,3579  25 0,2564 

8 0,7986  17 3,3289  26 1,1154 

9 0,2552  18 4,4707  27 0,8038 

 

En la tabla recién presentada, se visualiza el área de cada tramo. Por lo que, 

considerando las expresiones anteriormente señaladas para el cálculo del área total de cada 

cuadrante, la superficie del lago peñuelas en el año 1984 es:  

                                                             

4 Datos truncados al cuarto decimal. Tabla con decimales completos en anexo 4.  
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𝐴𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒 𝐼 = (0,4335 + 1,6072 + 0,5454 + 7,2138 + 0,5011)

− (0,8318 + 4,0284 + 0,7986) = (10,3012) − (5,6589) = 4,6422 

𝐴𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒 𝐼𝑉 = (0,4781 + 3,3289 + 4,4707 + 2,4217 + 4,5878 + 3,3382 + 2,2676

+ 1,0867 + 0,9016 + 0,2564 + 0,8038)

− (0,2552 + 0,4222 + 2,6042 + 1,5966 + 2,3912 + 1,0179 + 2,3579

+ 1,1154) = (23,9419) − (11,7609) = 12,1809 

𝐴𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙  1984 = 𝐴𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒 𝐼 + 𝐴𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒 𝐼𝑉 = 4,6422 + 12,1809 = 16,8232117707863 

Como se visualiza, el resultado obtenido es aproximadamente 16,8232. Sin embargo, 

este resultado no representa la superficie real del lago en 1984. Esto porque la escala en que se 

realizó es 1:1000 metros, por lo que el valor del cálculo se debe multiplicar por 1 ∙ 106. 

Mostrando así que el área del lago peñuelas en el año 1984 era de aproximadamente 

16823211,7707863 𝑚2 o 16,823 𝑘𝑚2.  

Este resultado es bastante acertado al compararlo con la siguiente figura que expresa 

una idea de la superficie que debiese haber resultado. Además, se debe considerar un posible 

gran grado de error debido a la gran escala en que se realizan los cálculos y al considerar que los 

84 puntos estratégicos fueron elegidos a mano alzada. 

Figura 8: Captura de pantalla de Google Earth que señala estimación del valor a conseguir 
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3.2. Lago Peñuelas en 2020 

De la misma manera que con el procedimiento del lago en 1984, en este se toman en 

cuenta 21 puntos estratégicos (anexo 2) que modelan la forma de este. Estos son representados 

en la siguiente figura. 

3.2.1. Interpolación de Datos Caso 2020 

Con esto en mente, se interpolan tales puntos para así hallar 12 funciones polinómicas 

que representan el contorno del lago Peñuelas en 2020. Esto se realiza a través de un sistema de 

ecuaciones que se puede resolver con matrices (anexo 3). A modo de ejemplo se muestra el 

procedimiento para hallar el segundo tramo, donde se construye una matriz ((𝑘 + 1)(𝑘 + 1)). 

[
 
 
 
 
1 0,248 0,2482 0,2483 0,2483

1 0,477 0,4772 0,4773 0,4774

1 0,645 0,6452 0,6453 0,6454

1 0,951 0,9512 0,9513 0,9514

1 1,272 1,2722 1,2723 1,2724 ]
 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝜆0
𝜆1
𝜆2
𝜆3
𝜆4]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
0,301
0,416
0,240
0,354
0,370]

 
 
 
 

→

{
 
 

 
 
𝜆0 = −2,0435

𝜆1 = 17,8902

𝜆2 = − 43,6065

𝜆3 = 42,0824

𝜆4 = −13,9035

 

𝑇2(𝑥) = −2,0435 + 17,8902𝑥 −  43,6065x2 + 42,0824x3 − 13,9035𝑥4 

 De este modo, los demás polinomios se representan a través de la siguiente tabla.  

Figura 9: 21 puntos estratégicos que representan la forma del lago (elaboración 
propia en Geogebra) 
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Tabla 4: Coeficientes de los polinomios interpolados (lago 2020) 

Coeficientes de los polinomios hallados5 

𝑇𝑖  K 𝜆0 𝜆1 𝜆2 𝜆3 𝜆4 

1 3 0,861 - 3,029 3,408 - 1,191 - 

2 4 -2,044 17,890 - 43,607 42,082 -13,904 

3 2 -3,298 3.945 - 0.834 - - 

4 1 -6,154 3,792 - - - 

5 1 1,246 - 0,411 - - - 

6 1 -2,767 1,123 - - - 

7 1 22,520 - 7,000 - - - 

8 1 -2,706 0,966 - - - 

9 1 58,254 - 20,806 - - - 

10 1 -2,613 1,053 - - - 

11 2 -261,580 189,288 - 34,079 - - 

12 3 -10,589 17,426 - 9,445 1,698 - 

3.2.2. Cálculo de Área Caso 2020 

Al igual que en el primer periodo estudiado, para facilitar el cálculo de áreas, la figura 

encontrada es cortada en el eje x separando el lago en el cuadrante I y el cuadrante IV 

respectivamente, esto se representa en la siguiente figura. Cabe destacar que los polinomios 

presentados anteriormente representan esta situación, por lo que la figura 2.9 muestra que 

desde el tramo 9, se grafica la función invertida, es decir, (− 𝑇𝑖(𝑥)). Esto también se aplica para 

el caso de 1984. 

                                                             

5 Decimales completos de los coeficientes en anexo 5. 

Figura 10: Polinomios que representan el contorno del lago en 2020 

Elaboración Propia 

𝑥 [𝑘𝑚] 

𝑦
 [
𝑘
𝑚
] 
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Así, se debe calcular la superficie dentro de los polinomios. Para lograr esto, se genera 

una especie de área entre curvas representada de la siguiente manera.  

A partir de esto, se muestra cual es la expresión para conocer el área del lago en cada 

cuadrante. Tales expresiones se presentan de la siguiente forma.  

𝐴𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒 𝐼 = (∫ 𝑇2(𝑥)𝑑𝑥
𝐸

𝐴

+ ∫ 𝑇3(𝑥)𝑑𝑥
𝐺

𝐸

+∫ 𝑇5(𝑥)𝑑𝑥
𝐼

𝐻

+∫ 𝑇6(𝑥)𝑑𝑥
𝐽

𝐼

+∫ 𝑇7(𝑥)𝑑𝑥
𝐾

𝐽

)

− (∫ 𝑇1(𝑥)𝑑𝑥
𝑆

𝐴

+∫ 𝑇4(𝑥)𝑑𝑥
𝐻

𝐺

+∫ 𝑇8(𝑥)𝑑𝑥
𝐿

𝐾

) 

𝐴𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒 𝐼𝑉 = (∫ 𝑇9(𝑥)𝑑𝑥
𝑀

𝐿

+∫ 𝑇11(𝑥)𝑑𝑥
𝑃

𝑁

+∫ 𝑇12(𝑥)𝑑𝑥
𝑆

𝑃

) − (∫ 𝑇10(𝑥)𝑑𝑥
𝑁

𝑀

) 

 Al visualizar tales expresiones, se indica que las funciones polinómicas deben ser 

integradas para poder calcular la superficie del lago. A continuación, se muestra el 

procedimiento del tramo 2. Los demás tramos son integrados a partir de un código en Python 

(anexo 3) y son presentados en la tabla que va después del procedimiento.  

Figura 11: Modelo del lago 2020 separado en el cuadrante I (parte positiva) y IV (parte negativa) 

Figura 12: Representación de las áreas del lago 2020 

Elaboración Propia 
Elaboración Propia 

𝑥 [𝑘𝑚] 

𝑦
 [
𝑘
𝑚
] 

𝑥 [𝑘𝑚] 

𝑦
 [
𝑘
𝑚
] 

Elaboración Propia 
Elaboración Propia 

𝑥 [𝑘𝑚] 

𝑦
 [
𝑘
𝑚
] 

𝑥 [𝑘𝑚] 

𝑦
 [
𝑘
𝑚
] 
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∫ 𝑇2(𝑥)𝑑𝑥
𝐸

𝐴

= ∫ (−2,0435 + 17,8902𝑥 −  43,6065x2 + 42,0824x3 − 13,9035𝑥4)𝑑𝑥
1,272

0,248

= −2,0435𝑥 +  8,9451𝑥2 − 14,5355𝑥3 + 10,5206𝑥4  − 2,7807𝑥5 |0,248
1,272  

Tabla 5: Coeficientes de las integrales de los polinomios 

Coeficientes de las integrales de los tramos6 

𝑇𝑖  𝐾∗  𝜆1
∗  𝜆2

∗  (𝑥2) 𝜆3
∗  𝜆4

∗  𝜆5
∗  a b 

1 4 0,861 - 1,514 1,136 - 0,298 - 0,248 1,455 

2 5 -2,044 8,945 -14,536 10,521 -2,781 0,248 1,272 

3 3 -3,298 1,972 - 0,278 - - 1,272 1,944 

4 2 -6,154 1,896 - - - 1,761 1,944 

5 2 1,246 - 0,205 - - - 1,761 2,616 

6 2 -2,767 0,562 - - - 2,616 3,113 

7 2 22,520 - 3,500 - - - 3,113 3,167 

8 2 -2,706 0,483 - - - 2,800 3,167 

9 2 58,254 - 10,403 - - - 2,785 2,800 

10 2 -2,613 0,526 - - - 2,785 2,930 

11 3 -261,580 94,644 - 11,360 - - 2,685 2,930 

12 4 -10,589 8,713 - 3,148 0,424 - 1,455 2,685 

         
A partir de la tabla recién presentada, se calcula la integral definida de cada tramo. Esto 

se realiza, al igual que en el caso de 1984, a partir de un código en Python (anexo 3). A modo de 

ejemplo se muestra el procedimiento con el segu  ndo tramo. 

∫ 𝑇2(𝑥)𝑑𝑥
𝐸

𝐴

= ∫ (−2,0435 + 17,8902𝑥 −  43,6065x2 + 42,0824x3 − 13,9035𝑥4)𝑑𝑥
1,272

0,248

= −2,0435𝑥 +  8,9451𝑥2 − 14,5355𝑥3 + 10,5206𝑥4  − 2,7807𝑥5 |0,248
1,272

= (−2,0435(1,272) +  8,9451(1,272)2 − 14,5355(1,272)3

+ 10,5206(1,272)4  − 2,7807(1,272)5)

− (−2,0435(0,248) +  8,9451(0,248)2 − 14,5355(0,248)3

+ 10,5206(0,248)4  − 2,7807(0,248)5) ≈ 0,3815 

Así, las superficies de los demás tramos son presentados en la siguiente tabla. 

                                                             

6 Decimales completos de los coeficientes en anexo 5. 
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Tabla 6: Áreas de cada tramo 

Áreas de los Tramos, lago 20207 

Tramo 

(𝑇𝑖) 

Área 

Resultante 
 

Tramo 

(𝑇𝑖) 

Área 

Resultante 
 

Tramo 

(𝑇𝑖) 

Área 

Resultante 

1 0,0746  5 0,2967  9 0,0024 

2 0,3815  6 0,2234  10 0,0572 

3 0,5758  7 0,0290  11 0,2597 

4 0,1595  8 0,0650  12 0,2583 

        
Con esto en mente y considerando las expresiones para conocer la superficie del lago 

Peñuelas en 2020, se procede a calcular tal superficie. 

𝐴𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒 𝐼 = (0,3815 + 0,5758 + 0,2967 + 0,2234 + 0,0290)

− (0,0746 + 0,1595 + 0,0650) ≈ 1,5065 − 0,2992 ≈ 1,2073 

𝐴𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒 𝐼𝑉 = (0,0024 + 0,2597 + 0,2583) − (0,0572) ≈ 0,5204 − 0,0572 ≈ 0,4632 

𝐴𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 2020 = 𝐴𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒 𝐼 + 𝐴𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒 𝐼𝑉 = 1,2073 + 0,4632 ≈ 1,6705 

Como se evidencia en los cálculos, el resultado obtenido es de aproximadamente 1,6705. 

Al igual que en el primer caso estudiado, los puntos están en una escala de 1: 1000. Por lo que 

tal valor debe ser multiplicado por 1 ∙ 106. Resultando así, la superficie del lago Peñuelas en el 

año 2020 1670478,6299803𝑚2 o 1,6705 𝑘𝑚2. Tal resultado es verosímil con la realidad ya que 

al compararlo con la estimación inicial presentada en la siguiente figura se visualiza una ligera 

diferencia en el valor. Cabe destacar que este cálculo de la superficie del lago puede estar 

perjudicada por un alto grado de error. Esto porque, al igual que en el caso de 1984, los puntos 

estratégicos fueron elegidos a mano alzada marcando el punto en el mapa de coordenadas.  

                                                             

7 Decimales completos en anexo 5. 

Figura 13: Captura de pantalla de Google Earth con estimación de valor a obtener 
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3.3. Comparación de Casos 

Con los valores de las superficies del lago Peñuelas obtenidas, 

16𝑘𝑚2 en 1984 y 1,6𝑘𝑚2 en 2020 respectivamente, se visualiza como al pasar el tiempo, el 

nivel del agua en este lago ha ido disminuyendo a gran escala. Se puede estimar que en 1984 el 

lago era 10 veces mayor en cuanto a superficie que en 2020. Siendo la razón exacta presentada 

en la siguiente expresión. 

16,823 ÷ 1,671 = 10,0708931373664 

 

De esta manera, se muestra que producto del calentamiento global el lago Peñuelas ha 

disminuido aproximadamente 10,071 veces su tamaño en un periodo de tan solo 36 años. A 

continuación, se presenta una comparación gráfica de esta situación.  

Aquí se visualiza el gran impacto del cambio climático no solo en mi región, sino que, en 

todo el mundo, donde lagos, ríos, lagunas y embalses han disminuido su tamaño a gran escala. 

Es por esto que en esta exploración matemática se incorpora la importancia de cuidar nuestro 

planeta y el medioambiente porque de lo contrario todos salen perjudicados, perdiendo lugares 

asombros que además son hábitat para una gran gamma de flora y fauna.  

Elaboración Propia 

Figura 14: comparación gráfica del tamaño del lago Peñuelas en 1984 y 2020 

𝑥 [𝑘𝑚] 

𝑦
 [
𝑘
𝑚
] 
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4. REFLEXIONES 

A modo de reflexión, y como se visualiza a lo largo de toda la exploración, pude cumplir 

tanto el objetivo principal como los objetivos específicos ya que logré conocer cuánto es que la 

superficie de este icónico lago ha disminuido en los últimos 36 años.  Logré interpolar con un 

alto grado de precisión que me permitió modelar la curva del lago y de la misma manera logré 

integrar y cálcular el área entre curvas de una manera eficaz mostrando una gran fortaleza donde 

se logró conocer aproximadamente el área del lago Peñuelas en 1984 y 2020 y además cuánto 

disminuyó. Sin embargo, esta exploración se limita en que los puntos escogidos fueron colocados 

al ojo en Geogebra donde la foto del lago estaba a una escala de 1: 1000 [𝑚], por lo que un 

pequeño error al elegir donde colocar el punto podría significar una gran variación en mis 

resultados. En esta exploración se interpolaron los puntos para encontrar diversos polinomios, 

ya que así se hacía más sencillo y más practico el integrar y calcular el área porque eran menos 

funciones. Sin embargo, y a modo de evaluación, si se quiere un mayor grado de precisión se 

podrían interpolar splines cúbicos8 porque permite modelar de mejor manera el contorno del 

lago y se evitan los cortes de la continuidad entre las funciones polinómicas. No obstante, el 

cálculo de las áreas es más tedioso ya que no se tendrían 27 funciones en el caso de 1984, se 

tendrían aproximadamente más de 80 funciones. Con esto en mente, este trabajo se vincula con 

otras áreas de conocimiento como la Geografía y la Historia ya que se estudia como es que la 

geografía de nuestro planeta ha ido variando con el pasar de los años y, a su vez, se reflexiona 

acerca del alcance y la ética del cambio climático y cómo es que este problema puede afectar a 

futuras generaciones donde los próximos actores del conocimiento estarían limitados debido a 

las consecuencias del calentamiento global. 

                                                             

8 Funciones cúbicas entre cada punto donde la primera y la segunda derivada es la misma entre 
cada función, permitiendo una continuidad entre todos los puntos. Este método se utiliza en programas 
de alta precisión como Ilustrator, Autocad o Inventor.  
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Anexos 

Anexo 1:  

A continuación, se presenta una tabla que muestra las coordenadas de cada punto 

utilizado para hallar las funciones que modelan el contorno del lago en 1984. Cabe destacar que 

hay 4 puntos extras que fueron incluidos despés de nombrar cada punto. Estos están expresados 

como ‘xtraN’, donde el xtra 1 se incluye en el tramo 10, el xtra2 en el tramo 13, el xtra3 en el 

tramo 15 y el xtra4 en el tramo 23 respectivamente.  

Tabla 7: Puntos a Interpolar 1984, (Link Excel: 1984_2665 (7).xlsx). 

 

https://1drv.ms/x/s!Ah4Me-6D0HALmgiC1KL6uQRwqrDl?e=hNkY29
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Anexo 2:  

A continuación, se presenta una tabla que muestra las coordenadas de cada punto 

utilizado para hallar las funciones que modelan el contorno del lago en 1984. 

Tabla 8: Puntos a interpolar 2020, (Link Excel: 2020_32.xlsx). 

 

 

 

 

https://1drv.ms/x/s!Ah4Me-6D0HALmXkoTX57TREN4MVP?e=QIjE8d
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Anexo 3: 

A continuación, se muestra el código en Python utilizado para realizar las operaciones. 

Estas son, construcción de matriz, interpolación de puntos, solución de sistema de ecuaciones 

para obtener los coeficientes, construcción de los polinomios, integración e integración definida 

de los polinomios. Además, Este código permite hacer tales operaciones para todos los tramos 

de corrido. 

 

Figura 15: Código de Python 
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Anexo 4: 

  A continuación, se presenta el output de código en Python que muestra los 

decimales completos de los coeficientes de los polinomios e integrales. Además del área de cada 

tramo, 1984. 

Figura 16: Output del Código de Python modificado para el caso de 1984 
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continuación anexo 4 

 

Figura 17: Continuación del output del Código de Python modificado para el caso de 1984 
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Anexo 5:  

A continuación, se presenta el output del código en Python que muestra los decimales 

completos de los coeficientes de los polinomios e integrales. Además del área de cada tramo, 

2020. 

 

 

Figura 18: Output del código de Pyhon modificado para el caso de 2020 
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